Effektív, kvantitatív és számítógépes vizsgálatok a diofantikus egyenletek elméletében  =  Effective, quantitative and computation investigations in the theory of Diophantine equations by Győry, Kálmán et al.
Szakmai za´ro´jelente´s az OTKA-42985 (2003-2006) pa´lya´zatro´l
A pa´lya´zati te´ma a kora´bbi OTKA-29330 (1999-2003) te´ma folytata´sa volt.
Az elmu´lt 40 e´vben a diofantikus egyenletek elme´lete´ben rendk´ıvu¨l jelento˝s elo˝rehalada´s to¨rte´nt. Szu¨let-
tek igen a´ltala´nos, de ineffekt´ıv ve´gesse´gi te´telek; explicit felso˝ korla´tokat nyertek a megolda´ssza´mra; effekt´ıv
mo´dszereket dolgoztak ki fontos egyenletoszta´lyokra, melyek az o¨sszes megolda´s megkerese´se´t teszik elvileg
leheto˝ve´; olyan hate´kony algoritmusokat is kidolgoztak, melyek bizonyos t´ıpusu´ egyenletek esete´n leheto˝ve´ te-
szik konkre´t egyenletek o¨sszes megolda´sa´nak a te´nyleges megkerese´se´t sza´mı´to´ge´p felhaszna´la´sa´val; ve´gu¨l a nyert
mo´dszereknek e´s eredme´nyeknek sza´mos fontos alkalmaza´sa szu¨letett, egyebek ko¨zo¨tt az algebrai sza´melme´letben
e´s a rekurz´ıv sorozatok elme´lete´ben. Kutato´csoportunk az OTKA-42985 sz. pa´lya´zati ta´mogata´ssal mind az o¨t fo˝
vizsga´lati ira´nyban nemzetko¨zi viszonylatban is igen jelento˝snek mino˝s´ıtett eredme´nyeket e´rt el. Kutata´sainkat
a szerzo˝de´sben megfogalmazott munkatervnek megfelelo˝en ve´geztu¨k. Eredme´nyeinket 82 tudoma´nyos dolgozat-
ban publika´ltuk, s igen sok elo˝ada´st tartottunk nemzetko¨zi fo´rumokon.
Eredme´nyes tudoma´nyos egyu¨ttmu˝ko¨de´st folytattunk sza´mos ku¨lfo¨ldi matematikussal. Ko¨zo¨s cikkekket
publika´ltunk amerikai, angol, francia, holland, horva´t, indiai, japa´n, kanadai, k´ınai, lengyel, ne´met e´s osztra´k
matematikusokkal. Munka´inknak jelento˝s a nemzetko¨zi visszhangja, a publika´cio´inkra valo´ hivatkoza´sok sza´ma
meghaladja a 2700-at. Vizsga´latainkhoz sokan kapcsolo´dtak, eredme´nyeinket, mo´dszereinket sokan felhaszna´lta´k
kutata´saikban.
Tudoma´nyos eredme´nyeinke´rt sza´mos elismere´sben re´szesu¨ltu¨nk. U´jabb OTKA pa´lya´zatunk mindha´rom op-
ponense u´gy nyilatkozott, hogy a ”te´mavezeto˝ kora´bbi pa´lya´zatai kiemelkedo˝en eredme´nyesek voltak”. Gyo˝ry
Ka´lma´n Sze´chenyi-d´ıjban (2003), Pinte´r A´kos Erdo˝s-d´ıjban (2005), Hajdu Lajos Tura´n-d´ıjban (2007), Rakaczki
Csaba Gru¨nwald-d´ıjban (2006) re´szesu¨lt. Gaa´l Istva´n akade´miai doktori c´ımet (2003), Rakaczki Csaba PhD
fokozatot (2005) szerzett. A csoport vezeto˝ kutato´i a´llando´ megh´ıvottjai e´s felke´rt elo˝ado´i szakteru¨letu¨k nem-
zetko¨zi konferencia´inak. Tagjai sok nemzetko¨zi folyo´irat szerkeszto˝bizottsa´ga´nak.
Az OTKA 42985 sz. pa´lya´zat kerete´ben ve´gzett kutata´sok legfontosabb eredme´nyeinek ro¨vid
o¨sszefoglala´sa
Sza´mos jelento˝s effekt´ıv, kvantitat´ıv e´s numerikus eredme´ny szu¨letett egy sor alapveto˝ fontossa´gu´ diofantikus
proble´ma´val kapcsolatban. Az eredme´nyek elso˝sorban sze´teso˝ forma egyenletekre, egyse´gegyenletekre, szupe-
relliptikus e´s binom Thue-egyenletekre, a´ltala´nos´ıtott Fermat-t´ıpusu´ egyenletekre, szepara´bilis egyenletekre,
valamint rekurz´ıv sorozatokra, adott diszkrimina´nsu´, illetve adott rezulta´nsu´ bine´r forma´kra, a´ltala´nos´ıtott
sza´mrendszerekre e´s alkalmaza´saikra vonatkoznak. Az ala´bbiakban ismertetju¨k a legfontosabb eredme´nyeket.
A legkiemelkedo˝bb eredme´nyeket a ro¨vid o¨sszefoglalo´ban is felsoroljuk.
Gyo˝ry Ka´lma´n eredme´nyei
Gyo˝ry Ka´lma´n a projekt kerete´ben 23 tudoma´nyos dolgozatot publika´lt. Az ala´bbiakban re´szletezzu¨k a
legfontosabb eredme´nyeit.
A´ltala´nos effekt´ıv ve´gesse´gi te´telek (re´szben Pinte´r A´kossal ko¨zo¨s eredme´nyek)
A diofantikus sza´melme´letben ko¨ze´pponti szerepet ja´tszanak az egyse´gegyenletek e´s a sze´teso˝ forma egyen-
letek. Egyse´gegyenletekre, a´ltala´nosabban S-egyse´gegyenletekre e´s sze´teso˝ forma egyenletekre Gyo˝ry Ka´lma´n
nyerte az elso˝ effekt´ıv eredme´nyeket, explicit korla´tokat adva a megolda´sokra. Eredme´nyeinek sza´mos alkal-
maza´sa´t adta. [74]-ben K. Yuval ko¨zo¨sen jelento˝s me´rte´kben e´les´ıtette a megolda´sokra nyert kora´bbi korla´tokat.
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Eredme´nyeik egyik alkalmaza´sake´nt elso˝ke´nt nyertek teljesen explicit, a kora´bbiakna´l jo´val e´lesebb becsle´seket
a h´ıres ABC-sejte´s algebrai sza´mtestek feletti a´ltala´nos´ıtott va´ltozata´ra vonatkozo´an.
Sza´mos diofantikus probla´ma vezetheto˝ vissza
Axn −Byn = C (1)
alaku´ binom Thue-egyenletekre, ahol x, y 6= 0, n ≥ 3 ismeretlen ege´szek, A,B,C pedig ro¨gz´ıtett, 0-to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝
ege´szek. A Baker-mo´dszer felhaszna´la´sa´val |x|, |y| e´s n-re egy A,B,C-to˝l fu¨ggo˝ explicit felso˝ korla´t adhato´. A
[26] e´s [72] dolgozatokban Gyo˝ry Ka´lma´n e´s Pinte´r A´kos az (1) alaku´ egyenletek e´s az S-egyse´gegyenletek
ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa´ra nyert effekt´ıv ve´gesse´gi te´teleket. Megmutatta´k, hogy ha A,B,C is ismeretlenek, de
csak adott p1, . . . , ps pr´ımekkel oszthato´k e´s Ax,By,C relat´ıv pr´ımek, u´gy Ax,By e´s C abszolu´t e´rte´ke´re
csupa´n Q = p1 · · · ps-to˝l fu¨ggo˝ effekt´ıv felso˝ korla´t adhato´. A nyert eredme´ny ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa´t adja az S-
egyse´gegyenletekre e´s a binom Thue-egyenletekre kora´bban nyert kvalitat´ıv effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyeknek.
Klasszikus, sokat vizsga´lt egyenlet az
f(x) = wyn (2)
alaku´ szuperelliptikus egyenlet, ahol f(X) ∈ Z[X] adott fo˝polinom, w 6= 0 ro¨gz´ıtett ege´sz, x, y e´s n ≥ 3 pedig
ismeretlen ege´szek. Sokan nyertek effekt´ıv felso˝ korla´tot a megolda´sokra, melyek azonban fu¨ggnek az w-to´l, az f
foksza´ma´to´l, valamint az f magassa´ga´to´l vagy diszkrimina´nsa´to´l. A [26] e´s [72]-ben nyert eml´ıtett eredme´nyek
felhaszna´la´sa´val Gyo˝ry e´s Pinte´r megmutatta´k, hogy bizonyos terme´szetes felte´telek mellett a megolda´sokra
olyan effekt´ıv korla´t is adhato´, ami csupa´n az f foksza´ma´to´l, valamint az w e´s az f a´ltala´nos´ıtott diszkrimina´nsa
ku¨lo¨nbo¨zo˝ pr´ımoszto´inak szorzata´to´l fu¨gg. A nyert eredme´ny ma´r ve´glegesnek tekintheto˝ abban az e´rtelemben,
hogy a korla´tokban a nevezett parame´terekto˝l valo´ fu¨gge´s tova´bb ma´r nem gyeng´ıtheto˝.
Index forma egyenletek numerikus megolda´sa (Gaa´l Istva´nnal ko¨zo¨s eredme´nyek)
Algebrai sza´mtestek hatva´nyege´szba´zisainak a tanulma´nyoza´sa, kerese´se a 19. sza´zadig visszanyu´lo´ klasszi-
kus proble´ma´ja az algebrai sza´melme´letnek. Gyo˝ry Ka´lma´n a 70-es e´vekben a´ltala´nos algoritmust szolga´ltatott
tetszo˝leges, n-ed foku´ K sza´mtestben index forma egyenletek megolda´sa´ra e´s eza´ltal az o¨sszes K-beli hat-
va´nyege´szba´zis meghata´roza´sa´ra. Az algorirmus azonban nem volt ele´g hate´kony ahhoz, hogy n ≥ 4 esete´n
konkre´t sza´mtestekben az o¨sszes megolda´st te´nylegesen meg lehessen hata´rozni. 2000-ben Gyo˝ry az algorit-
musa´t le´nyegesen hate´konyabba´ tette, ami Wildanger egy algoritmusa´val egyu¨tt n ≤ 5 esete´n ma´r leheto˝ve´
tette a szo´ban forgo´ egyenletek megolda´sa´t. [32]-ben Gyo˝ry e´s Gaa´l Biluval egyu¨tt Wildanger algoritmusa´t
le´nyegesen finomı´totta´k, e´s eza´ltal n = 6 esete´n is leheto˝ve´ va´lt konkre´t index forma egyenletek megolda´sa e´s
hatva´nyege´szba´zisok meghata´roza´sa.
Teljes hatva´nyok sza´mtani sorozatokban (Hajdu Lajossal ko¨zo¨s eredme´nyek)
Ezzel a klasszikus te´mako¨rrel a 17. sza´zad o´ta rendk´ıvu¨l sokan foglalkoztak, ko¨zo¨ttu¨k Fermat, Euler, Liou-
ville, Sylvester, Erdo˝s e´s Siegel. Egy ma´sfe´l e´vsza´zados sejte´st bizony´ıtva Erdo˝s e´s Selfridge (1976) megmutatta,
hogy k ≥ 2 egyma´sra ko¨vetkezo˝ ege´sz szorzata nem lehet teljes hatva´ny. Egy a´ltala´nos sejte´s szerint – mely
k = 3 esete´n ege´szen Fermat-ig nyu´lik vissza– az a´ltala´nosabb
x(x+ d) . . . (x+ (k − 1)d) = yn (3)
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egyenlet relat´ıv pr´ım x, d e´s (k, x) 6= (3, 2) mellett sem megoldhato´. Sza´mos re´szeredme´ny uta´n az elso˝ a´tto¨re´st
Gyo˝ry (1999) e´rte el, aki a sejte´st k = 3-ra bebizony´ıtotta. Ezt az eredme´nyt Gyo˝ry e´s Hajdu [28], [76]
(ta´rsszerzo˝kkel ko¨zo¨sen) kiterjesztette a k < 12 esetre. Tova´bba´, ro¨gz´ıtett k, x mellett felte´tel ne´lku¨l, ro¨gz´ıtett
k mellett az ABC sejte´st felte´telezve bebizony´ıtotta´k a (3) egyenlet megolda´ssza´ma´nak a ve´gesse´ge´t. A bi-
zony´ıta´saik sora´n (3)-at visszavezette´k
Axn +Byn = Czq, q ∈ {2, n} (4)
alaku´ egyenletekre, majd sza´mos me´ly, klasszikus e´s modern eredme´nyt e´s mo´dszert, ko¨zo¨ttu¨k a Frey go¨rbe´k,
Galois reprezenta´cio´k e´s modula´ris forma´k mo´dszere´t haszna´lta´k fel a kapott (4) t´ıpusu´ egyenletek kezele´se´re.
Fermat e´s Euler egy re´gi, klasszikus eredme´nye´t kiterjesztve Gyo˝ry e´s Hajdu [77]-ben (ta´rsszerzo˝kkel ko¨zo¨sen)
meghata´rozta´k az o¨sszes legala´bb ne´gytagu´, ne´gyzetsza´mokbo´l e´s ko¨bsza´mokbo´l a´llo´ sza´mtani sorozatot.
Binom Thue egyenletek e´s szuperelliptikus egyenletek numerikus megolda´sa (Pinte´r A´kossal
ko¨zo¨s eredme´nyek)
Igen sokan foglalkoztak a klasszikus
1k + 2k + . . .+ xk = yn (5)
egyenlettel, ahol k ≥ 1 adott ege´sz sza´m e´s x, y ≥ 1, n ≥ 2 ismeretlen ege´szek. Mivel a bal oldal x-nek (k + 1)-
edfoku´ raciona´lis egyu¨tthato´s polinomja, eze´rt (5) egy specia´lis szuperelliptikus egyenlet. Sza´mos re´szeredme´ny
uta´n Gyo˝ry, Tijdeman e´s Voorhoeve (1979) megmutatta´k, hogy (5)-nek csak ve´ges sok megolda´sa van e´s mind-
ezek elvileg meghata´rozhato´k. A megolda´sokra nyert korla´tok azonban tu´l nagyok, a megolda´sok te´nyleges
meghata´roza´sa´ra ma´r k = 1 esete´n sem alkalmazhato´k.
A [30] dolgozatban Gyo˝ry e´s Pinte´r M. Bennettel ko¨zo¨sen teljesen megoldja´k az (5) egyenletet minden
k < 12-re, s ezzel igazolja´k Scha¨ffer egy 50 e´ves sejte´se´t. Ilyan magas foksza´mu´ szuperelliptikus egyenletek
numerikus megolda´sa o¨nmaga´ban is jelento˝s, ritkasa´gnak sza´mı´to´ teljes´ıtme´ny. Enne´l is fontosabb azonban a
kidolgozott mo´dszer, mely a bizony´ıta´s sora´n szu¨letett.
[30]-ban a szerzo˝k az (5) egyenletet (1) alaku´ egyenletekre vezette´k vissza, s elja´ra´st doloztak ki a kapott
egyenletek megolda´sa´ra. A C = 1 esetben Gyo˝ry e´s Pinte´r [73] szisztematikusan elkezdte (1) alaku´ egyenletek
teljes megolda´sa´t korla´tos A e´s B mellett, s max(|A|, |B|) ≤ 20-ra az o¨sszes megolda´st meghata´rozta´k. Tova´bba´
[75]-ben (ta´rsszerzo˝kkel ko¨zo¨sen) C = 1 mellett az (1) egyenletet teljesen megoldotta´k minden olyan esetben,
amikor A,B is ismeretlenek, de AB legfeljebb ke´t, 17-ne´l kisebb pr´ımsza´mmal oszthato´. Alkalmaza´ske´nt a (2)
egyenletet f(X) = X(X+1)-re teljesen megoldotta´k minden olyan esetben, amikor w is ismeretlen, de legfeljebb
ke´t, 17-ne´l kisebb pr´ımmel oszthato´.
A szerzo˝k a bizony´ıta´sok sora´n a modern diofantikus sza´melme´let szinte valamennyi fontos mo´dszere´t kom-
bina´lta´k, belee´rtve a Baker-mo´dszert, a hipergeometrikus mo´dszert, a loka´lis mo´dszert, a modern sza´mı´to´ge´pes
mo´dszereket, valamint a Fermat-sejte´s bizony´ıta´sa´ra kidolgozott mo´dszernek a szerzo˝k a´ltal tova´bbfejlesztett
va´ltozata´t. C = 1 e´s q ∈ {3, n} esete´n n ≥ 13 pr´ımekre a (4) alaku´ egyenletek egy sze´les oszta´lya´t megoldotta´k.
Eredme´nyu¨k az A = B = C = 1 esetben n ≥ 13-ra tartalmazza Wiles h´ıres te´tele´t a Fermat-fe´le egyenletre
vonatkozo´an.
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Adott foksza´mu´ e´s adott diszkrimina´nsu´, illetve adott rezulta´nsu´ bine´r forma´k (re´szben Be´rczes
Attila´val ko¨zo¨s eredme´nyek)
Gyo˝ry Ka´lma´n a 70-es e´vek eleje´n sza´mos alkalmaza´ssal ja´ro´ effekt´ıv ve´gesse´gi te´teleket nyert adott diszkri-
mina´nsu´ ege´sz egyu¨tthato´s fo˝polinomokro´l. Ke´so˝bb ve´gesse´gi eredme´nyeket publika´lt adott foksza´mu´ e´s adott
rezulta´nsu´ ege´sz egyu¨tthato´s fo˝polinomokro´l is. Az eredme´nyek a ”monic” bine´r forma´k nyelve´n is megfogal-
mazhato´k. Birch e´s Merriman – Gyo˝ryto˝l fu¨ggetlenu¨l– analo´g, de ineffekt´ıv te´telt nyert adott diszkrimina´nsu´
bine´r forma´kro´l, mely azonban nem adja ki specia´lis esetke´nt a ”monic” esetben nyert ve´gesse´gi a´ll´ıta´sokat.
Evertse e´s Gyo˝ry (1991) kvantitat´ıv forma´ban effektiviza´lta a Birch-Merriman te´telt. Gyo˝ry [71]-ben ezen
kvantitat´ıv eredme´nyt, valamint a fo˝polinomokra vonatkozo´ saja´t kora´bbi te´teleit le´nyegesen e´les´ıtette, aminek
to¨bb fontos alkalmaza´sa´t adta egyebek ko¨zo¨tt adott diszkrimina´nsu´ algabrai (nem szu¨kse´gke´ppen algebrai ege´sz)
sza´mokra.
Az adott diszkrimina´nsu´, illetve adott rezulta´nsu´ bine´r forma´k terme´szetes mo´don ekvivalenciaoszta´lyokba
sorolhato´k. Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [11], [51] adott felbonta´si testtel rendelkezo˝ bine´r forma´k esete´n explicit
e´s egyben uniform felso˝ korla´tokat adtak az eml´ıtett ekvivalenciaoszta´lyok sza´ma´ra. Alkalmaza´ske´nt fontos u´j
eredme´nyt nyertek Thue-Mahler egyenletek megolda´ssza´ma´ra vonatkozo´an.
Petho˝ Attila eredme´nyei
Petho˝ Attila 2003 e´s 2006 ko¨zo¨tt 21 tudoma´nyos dolgozatot ke´sz´ıtett az OTKA pa´lya´zat ta´mogata´sa´val.
Legfontosabb eredme´nyeit az ala´bbiakban re´szletezzu¨k.
Diofantikus egyenletek numerikus megolda´sa.
J.H.E. Cohn 2002-ben az xn = Dy2+1 diofantikus egyenlet megolda´sait vizsga´lta, ahol az ismeretlenek x, y
e´s n. Azt - to¨bbek ko¨zo¨tt - 0 < D ≤ 100-ra megoldotta, de hat eset nyitva maradt. Herrmannal e´s Ja´ra´sival
[23]-ban az elliptikus e´s a Thue egyenletekre kora´bban kidolgozott numerikus mo´dszerek felhaszna´la´sa´val teljesse´
tettu¨k Cohn eredme´nye´t.
S. Schmitt e´s H.G. Zimmer ko¨nyve [8] elliptikus go¨rbe´kre vonatkozo´ algoritmusokro´l szo´l. Ehhez ı´rtam egy 20
oldalas appendixet az A. Baker mo´dszere´n alapulo´ numerikus mo´dszerekro˝l diofantikus egyenletek megolda´sa´ra.
Tova´bbi, ebbo˝l a szempontbo´l is releva´ns eredme´nyeket a 2. pontban ismertetu¨nk.
Sza´mtani sorozatok normaforma egyenleteken (re´szben Be´rczes Attila´val ko¨zo¨s eredme´nyek)
Be´rczes Attila´val [9] bebizony´ıtottuk, hogy egy normaforma egyenletnek a´ltala´ban csak ve´ges sok olyan meg-
olda´sa van, ahol a megolda´sok koordina´ta´i egy sza´mtani sorozatot alkotnak. Az eredme´ny aze´rt e´rdekes, mert
az a´ltalunk vizsga´lt normaforma egyenleteknek a´ltala´ban ve´gtelen sok megolda´sa van. Pe´lda´kat adtunk olyan
tetszo˝legesen nagy foksza´mu´ normaforma egyenletekre is, amelyek megolda´sai koordina´ta´i sza´mtani sorozatot
alkotnak. [48]-ban az αn = a tulajdonsa´gu´ elemekkel definia´lt egyenletet oldottuk meg 0 < a ≤ 100 mellett.
Be´rczessel e´s V. Zieglerrel [49]-ben pedig a legegyszeru˝bb harmadfoku´ testek feletti normaforma egyenletet
oldottuk meg ugyanezen felte´tel mellett.
A Pell egyenletek normaforma egyenletek specia´lis esete´nek tekintheto˝ek, me´gpedig akkor, ha az alap-
test ma´sodfoku´. Ilyenkor persze a megolda´s ke´t koordina´ta´ja´ra nem e´rtelmes a fenti ke´rde´s, azonban meg-
vizsga´lhatjuk, hogy a megolda´sok koordina´ta´i ku¨lo¨n-ku¨lo¨n alkothatnak-e sza´mtani sorozatot. V. Zieglerrel [53]-
ban megmutattuk, hogy Pell egyenletre ilyen e´rtelemben is csak ve´ges hosszu´sa´gu´ sza´mtani sorozat illeszkedhet,
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so˝t effekt´ıv korla´t adhato´ a sorozat kezdo˝e´rte´ke´re e´s differencia´ja´ra, valamint a hossza´ra is. Megmutattuk
tova´bba´, hogy adott ha´romtagu´ sza´mtani sorozathoz ve´gtelen sok olyan Pell egyenlet van, amelyekre ezek il-
leszkednek. Konstrua´ltunk olyan pe´lda´t is, amelyre 8 hosszu´sa´gu´, de szimmetrikus sza´mtani sorozat illeszkedik.
A te´ma´t tova´bb gondolva A. Dujella´val e´s P. Tadic´csal [52] bebizony´ıtottuk, hogy ha egy ne´gytagu´ sza´mtani
sorozat differencia´ja nagyobb 1-ne´l, akkor ve´gtelen sok olyan Pell egyenlet van, amelyekre ezek illeszkednek.
Konstrua´ltunk olyan 6 e´s 7 tagu´ nem szimmetrikus sza´mtani sorozatokat, amelyek Pell egyenletre illeszkednek.
Rekurz´ıv sorozatok tulajdonsa´gai. Legyen K egy algebrailag za´rt test e´s {Gn}∞n=0 a K[x] egy d-ed
rendu˝ linea´ris rekurz´ıv sorozata. Kora´bbi kutata´sainkat folytatva Cl. Fuchsszal e´s R. Tichyvel [20]-ban a´ltala´nos
felte´telek mellett megmutattuk, hogy a Gn(x) = Gm(y) egyenletnek csak ve´ges sok n,m ege´sz megolda´sa lehet
felte´ve, hogy x e´s y algebrailag fu¨ggo˝k, amelyet a Q(x, y) = 0 egyenlet ı´r le. Felso˝ becsle´st adtunk a megolda´sok
sza´ma´ra is. Kora´bban azt az egyszeru˝bb esetet vizsga´ltuk, amikor Q(x, y) = y − P (x), ahol P (x) egy polinom.
Cl. Fuchsszal [35]-ben megmutattuk, hogy ebben a specia´lis esetben nemcsak a megolda´sok sza´ma´ra lehet felso˝
becsle´st adni, hanem effekt´ıv korla´t adhato´ max{|n|, |m|}-re is.
A´ltala´nos´ıtott sza´mrendszerek. A ta´rgyalt ido˝szakban itt ve´geztem a legto¨bb kutata´st.
a. K. Mahler bizony´ıtotta, hogy ha a tizedesvesszo˝ uta´n ı´rjuk a 2-hatva´nyainak tizes sza´mrendszerbeli
alakja´t, akkor egy irraciona´lis sza´mot kapunk. Ezt az eredme´nyt Bundschuh e´s Niederreiter a´ltala´nos´ıtotta
kicsere´lve 2-t e´s 10-et tetszo˝leges multiplikat´ıvan fu¨ggetlen ege´sz sza´mokra. G. Baratval e´s Ch. Frougnyval
[39]-ben ezt az eredme´nyt to¨bb ira´nyban is tova´bb a´ltala´nos´ıtottuk.
b. S. Akiyama´val egy informa´lis nemzetko¨zi kutato´csoportot szerveztu¨nk a helyie´rte´kes sza´mrendszerek
bizonyos a´ltala´nos´ıta´sainak vizsga´lata´ra. A csoport tagjai: Borbe´ly Tibor, H. Brunotte, Huszti Andrea, J.
Thuswaldner e´s W. Steiner ku¨lo¨nbo¨zo˝ fela´lla´sban 7 - az OTKA pa´lya´zathoz ko¨theto˝ - dolgozatot ke´sz´ıtettek a
besza´mola´si ido˝szakban.
Az 1 fo˝egyu¨tthato´s P (X) ∈ Z[X] polinom CNS, ha a Z[X]/PZ[X] faktorgyu˝ru˝ minden eleme´nek van olyan
reprezenta´nsa, amely egyu¨tthato´i nem negat´ıvok e´s kisebbek, mint |P (0)|. W.J. Gilbert 1982-ben megfogalma-
zott egy a harmadfoku´ CNS polinomokat karakteriza´lo´ sejte´st. Kora´bban, ne´ha´ny esetben bebizony´ıtottuk a
sejte´st, de megmutattuk azt is, hogy az a´ltala´ban nem igaz. Ne´ha´ny parametriza´lt harmadfoku´ sza´mtestben
megadtuk az o¨sszes CNS alapsza´mot is.
[14] e´s [56] rokon proble´ma´val foglalkozik. Kova´cs Be´la bizony´ıtotta 1986-ban, hogy egy sza´mtest ege´szei
gyu˝ru˝je´ben pontosan akkor van kanonikus sza´mrendszer, ha van hatva´nyege´szba´zis. [14]-ben e´s [56]-ban meg-
hata´roztuk ne´ha´ny negyedfoku´ parametrikus sza´mtestcsala´dra az o¨sszes kanonikus sza´mrendszer alapsza´mait.
5. Kriptogra´fia matematikai alapjai. A normaforma egyenleteket az elmu´lt e´vtizedekben nagyon sokan
e´s sokfe´le szempontbo´l vizsga´lta´k. [10]-ben – Be´rczes e´s Ko¨dmo¨n egy kora´bbi dolgozata´ban foglaltakat tova´bb
gondolva – a NormP (x) mod s fu¨ggve´nyt vizsga´ltuk, ahol P n ≤ m-ed foku´ fo˝polinom, NormP a P -hez tartozo´
m va´ltozo´s forma e´s s egy ege´sz sza´m. Megmutattuk, hogy ha s ke´t pr´ımsza´m szorzata, akkor ez a fu¨ggve´ny
u¨tko¨ze´smentes e´s numerikus vizsga´latok valo´sz´ınu˝s´ıtik, hogy lavinahata´ssal is rendelkezik.






ahol an egy linea´ris rekurz´ıv sorozat n-dik tagja, p pedig egy pr´ımsza´m alkalmas felte´telek mellett kriptogra´fiai
szempontbo´l jo´ tulajdonsa´gu´ ve´letlen sza´msorozatnak tekintheto˝.
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Gaa´l Istva´n eredme´nyei
Gaa´l Istva´n a projekt kerete´ben 9 dolgozatot publika´lt. A Gyo˝ry Ka´lma´nnal ko¨zo¨s (l. [32]) eredme´nyeit
fentebb ma´r ismertettu¨k. Az ala´bbiakban a tova´bbi eredme´nyeit vesszu¨k sorra.
Tova´bb folytatta vizsga´latait algebrai sza´mtestek hatva´nyege´szba´zisainak kisza´mita´sa´ra vonatkozo´an. U´jabb
eredme´nyeket nyert Olajos Pe´terrel ko¨zo¨sen testek kompozitumainak hatva´nyege´szba´zisaira [5]. Robertson-
nal ko¨zo¨sen [66] vizsga´lta ko¨roszta´si testek hatva´nyege´szba´zisait. Nyul Ga´borral ko¨zo¨sen [69] bikvadratikus
sza´mtestekben hate´kony elja´ra´st adott a p-adikus indexforma egyenlet megolda´sa´ra.
Heron ha´romszo¨gekre vonatkozo´an [4] Ja´ra´si Istva´nnal e´s F.Luca-val folytatott vizsga´latokat, ugyancsak
p-adikus egyse´gegyenlet megolda´sa´t felhaszna´lva.
Ve´ges testek feletti fu¨ggve´nytestek felett e´rtelmezett Thue egyenletek megolda´sa´ra adott hate´kony algorit-
must M.Pohsttal ko¨zo¨sen [67], [68]. Ezen eredme´nyek jelentik az elso˝ algoritmusokat ve´ges karakterisztika´ju´
fu¨ggve´nytestek feletti Thue egyenletekre vonatkozo´an, az alaptestre tett tova´bbi felte´telek ne´lku¨l. Vizsga´latait
a´ltala´nosabb diofantikus egyenletekre is kiterjesztette [65].
Pinte´r A´kos eredme´nyei
Pinte´r A´kos a projekt kerete´ben 18 dolgozatot publika´lt. A legjelento˝sebb eredme´nyeket Gyo˝ry Ka´lma´nnal
(l. [7], [25-27], [30], [45], [72-73], [75]) ko¨zo¨sen e´rte el, amelyek fentebb ma´r ismertete´sre keru¨ltek.
Hajdu Lajos eredme´nyei
Hajdu Lajos a projekt kerete´ben 20 dolgozatot publika´lt. A Gyo˝ry Ka´lma´nnal ko¨zo¨s eredme´nyeinek (l. [27],
[28], [76], [77]) egy re´sze´t fentebb ma´r ismertettu¨k. Az ala´bbiakban Hajdu Lajos tova´bbi ideva´go´ eredme´nyeit
foglaljuk o¨ssze.
Teljes hatva´nyok sza´mtani sorozatokban. Felso˝ korla´tot nyert a ”majdnem” teljes, nem felte´tlenu¨l azo-
nos kitevo˝ju˝ hatva´nyokbo´l a´llo´ sza´mtani sorozatok hossza´ra. Ezt az eredme´nyt Bruinnal, Gyo˝ryvel e´s Tengellyel
tova´bbvitte e´s megmutatta, hogy az eml´ıtett t´ıpusu´ sza´mtani sorozatok sza´ma is korla´tozhato´. Egy re´szben
kapcsolo´do´ kutata´si teru¨leten megmutatta, hogy S-egyse´gek linea´ris kombina´cio´inak halmaza csak korla´tos
hosszu´sa´gu´ sza´mtani sorozatokat tartalmazhat. Eredme´nyei alkalmaza´sake´nt negat´ıv va´laszt adott M. Pohst
egy pr´ımsza´mok ketto˝hatva´nyok e´s ha´romhatva´nyok o¨sszegeke´nt illetve ku¨lo¨nbse´geke´nt valo´ elo˝a´ll´ıta´sa´val kap-
csolatos proble´ma´ja´ra.
Polinomok. Gyo˝ry Ka´lma´nnal, Pinte´r A´kossal e´s Schinzellel ”keve´s” egyu¨tthato´ seg´ıtse´ge´vel meghata´rozhato´
polinomok jellemze´se´re szolga´lo´ krite´riumokat nyert. Tijdemannal a ve´gtelen sok ne´gy, o¨t, majd a´ltala´nosan
k-tagu´ polinomot oszto´ polinomok egy jellemze´se´t adta´k, bizonyos felte´telek mellett. Ezzel az eredme´nyu¨kkel
ko¨zel ve´gleges va´laszt adtak Posner e´s Rumsey, illetve Gyo˝ry e´s Schinzel egy ke´rde´se´re. Effekt´ıv e´s numerikus




Be´rczes Attila a pa´lya´zat kerete´ben 8 dolgozatot publika´lt. A Gyo˝ry Ka´lma´nnal e´s Petho˝ Attila´val ko¨zo¨s
eredme´nyeit (l. [9-11], [48-51]) fentebb ma´r ismertettu¨k. Tova´bbi eredme´nye a ko¨vetkezo˝: Ko¨dmo¨n Jo´zseffel
ko¨zo¨sen [1] bonyolultsa´gelme´leti szempontbo´l megvizsga´lt e´s o¨sszehasonl´ıtott ha´rom ku¨lo¨nbo¨zo˝ algoritmust
norma forma´k e´rte´keinek kisza´mı´ta´sa´ra. Mindha´rom esetben kideru¨lt, hogy az algoritmus polinom ideju˝. Ez
egy fontos le´pe´s volt abban az ira´nyban, hogy egy norma forma´ra alapozott hash fu¨ggve´ny egyira´nyu´ volta´t
ala´ta´massza´k. Az eml´ıtett hash fu¨ggve´ny haszna´lata´ra a ke´t szerzo˝ egy ke´so˝bbi, Petho˝vel ko¨zo¨s dolgozatban
tett javaslatot.
Rakaczki Csaba eredme´nyei
Rakaczki Csaba a pa´lya´zat kerete´ben 6 dolgozatot publika´lt. Legfontosabb eredme´nyei a ko¨vetkezo˝k:
[3], [21], [22], [36]-ban f(x) = g(y) t´ıpusu´ egyenletek egy -egy fontos, sokat vizsga´lt oszta´lya´ra nyer a´ltala´nos
ineffekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyeket. To¨bbek ko¨zo¨tt teljesen jellemzi azon m, n, k ege´sz, λ, l raciona´lis pa-
rame´tereket, illetve g(y) raciona´lis egyu¨tthato´s polinomokat, melyekre az Sk(x) = g(y), illetve az x(x−1) · · · (x−
(m− 1)) = λy(y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l t´ıpusu´ diofantikus egyenleteknek csak ve´ges sok x, y ege´sz megolda´sa
van.
[54]-ben Pinte´r A´kossal ko¨zo¨sen megmutatja, hogy ha k ≥ 5 egy pa´ratlan ege´sz sza´m, akkor a Bk(x) + b
polinomnak mindig van legala´bb ha´rom pa´ratlan multiplicita´su´ gyo¨ke, ahol b egy tetszo˝leges komplex sza´m,
Bk(x) pedig a k-adik Bernoulli polinom. A cikkben bizony´ıtja´k tova´bba´ azt az a´ll´ıta´st, hogy amennyiben k > 5
pa´ros, akkor legfeljebb egy olyan b komplex sza´m le´tezik, amelyre a Bk(x) + b ”eltolt” Bernoulli polinomnak
nincs ha´rom pa´ratlan multiplicita´su´ gyo¨ke.
[55]-ben az [54]-ben ko¨zo¨lt eredme´nyek egy analo´g va´ltozata´t adja Euler polinomokra vonatkozo´an. Tova´bba´
effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyt nyer az F (Ek(x)) = y2 alaku´ hiperelliptikus egyenlet algebrai ege´sz x, y meg-
olda´saira vonatkozo´an, ahol F (X) egy algebrai ege´sz egyu¨tthato´s nem teljes ne´gyzet polinom, Ek(x) pedig a
k-adik Euler polinom.
7
